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Optimering 
- et grundlag for bæredygtig it
Da bogen "Grænser for vækst" (Meadows m.fl .) udkom i 1972, rystede den store dele af samfundet. Verden havde ellers set lidt af hvert: Vietnamkrigen, Watergateskandalen og 
den kolde krig. Mange mente, at nu kunne det ikke blive værre. Men alligevel fi k bogens domme-
dagsprofeti mange rynkede øjenbryn frem.
Bogen forudsagde, at hvis befolkningseksplosionen fortsatte som hidtil, ville jordens ressourcer 
snart være opbrugt. Der ville ske en voldsom økonomisk afmatning, og livskvaliteten ville falde 
i starten af 2000-tallet. Resultaterne var baseret på en global computermodel, "World3", udviklet 
på MIT, der gennem komplekse ligningssystemer gjorde det muligt at simulere klodens tilstand 
mange år frem i tiden. Kort efter udgivelsen kom oliekrisen som en slags bekræftelse af domme-
dagsprofetierne.
Bogen var revolutionerende i fl ere henseender:
1. Det var den første populære anvendelse af it-baseret simulation af sammenhænge mellem li-
vets forudsætninger. Modellen beskrev gensidige afhængigheder og afspejlede derfor i højere 
grad den virkelige verden.
2. Der blev tegnet et dystert billede af fremtiden. Hvis befolkningseksplosionen fortsatte, og vi 
blev ved med at ødsle med jordens ressourcer, ville vi snart se katastrofale følger.
3. Bogen stillede spørgsmålstegn ved den bibelske opfattelse af, at mennesket hersker over jor-
den. Mennesket er ligesom alle andre levende væsner underlagt nogle spilleregler på kloden.
Her, knap 40 år efter udgivelsen, er "Grænser for vækst" mere aktuel end nogensinde. Vi kæmper 
stadig med en eksplosivt voksende befolkning, men hvor bogen oprindelig var bekymret for, at 
mængden af fossilt brændstof var begrænset, frygter vi nu i højere grad konsekvenserne af CO2-
udslip, drivhusgasser og forurening.
It som vagthund og frelsende engel
På samme måde som it blev brugt til at forudsige grænserne for den globale vækst, kan it også 
være vejen til at løse problemerne. Eller i hvert fald en del af løsningen. Med en voksende be-
folkning og færre råstoffer må vi blive bedre til at udnytte vores ressourcer, hvis vi vil opretholde 
vores nuværende levestandard.
Af David Pisinger, adjungeret professor, DIKU
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Der bliver i disse år brugt mange penge på at investere i ny teknologi, som kan mindske energi-
forbrug og begrænse CO2-udslip, men omstillingsprocessen er langsom og dyr, og visse teknolo-
giske løsninger fører blot nye problemer med sig. Tænk blot på a-kraft-værker, enorme vindmøl-
leparker i naturen osv. Det kan derfor virke besnærende i stedet at blive bedre til at udnytte de 
eksisterende ressourcer ved brug af it-baseret optimering.
Det startede ellers på en mindre fl atterende måde. Første gang man begyndte at bruge kvantita-
tive metoder til beslutningstagning, var under anden verdenskrig, hvor faget operationsanalyse 
så dagens lys. Operationsanalyse bruger regnekraft til at støtte beslutninger og opererer derfor i 
grænseområdet mellem matematik og datalogi. Under anden verdenskrig var målet at få ødelagt 
fl est mulige af fjendens fl y og skibe, og mere end 1.000 medarbejdere blev brugt til at planlægge 
krigens forløb i England. Efter krigens afslutning så man mulighederne i at bruge de samme 
teknikker inden for planlægning af fx produktion, logistik og infrastruktur. Især fremkomsten af 
lineær programmering i 1947 satte skub i tingene, og det viste sig hurtigt, at der næsten ikke var 
grænser for, hvad metoderne kunne bruges til. Fokus har dog næsten altid været på at maksimere 
fortjenesten (i en eller anden form) af sine handlinger. I dag står vi nu ved en vigtig korsvej, hvor 
interessen mere og mere drejer sig om at fi nde bæredygtige løsninger.
Ud fra et datalogisk synspunkt er optimeringsproblemer interessante at beskæftige sig med. Der 
fi ndes ikke nogen universel løsningsmetode, som kan løse alle optimeringsproblemer, og teorien 
om NP-fuldstændighed (se faktaboks) giver os god grund til at tro, at vi aldrig vil blive i stand til 
at løse disse rutinemæssigt. Faktisk er der udlovet en million dollar i præmie til den, der kan løse 
et af disse problemer effektivt.
Figur 1: Bogen "Grænser for vækst" satte med sine computerbaserede simulationer fokus på bæredygtighed. 
Som det ses på ﬁ guren til højre, vil industri- og fødevareproduktionen aftage drastisk omkring 2020, 
og forureningen vokse frem til 2040, hvor befolkningstallet daler voldsomt.
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Forestil dig, at du som rektor på et gymnasium skal 
dele 100 studerende i tre klasser. Alle studerende har 
skrevet en liste over personer, de ikke vil i klasse med, 
og vi søger en opdeling, som respekterer alle disse 
ønsker. Problemet er et eksempel på, hvad forskere 
kalder et NP problem, idet det er nemt at kontrollere, 
om en foreslået opdeling af de studerende overholder 
alle ønsker. Men at fi nde en opdeling, som overholder 
alle ønsker, er en uoverkommelig opgave. Hvis man 
bare prøver sig frem med alle mulige opdelinger, er 
der mere end 3100 kombinationsmuligheder, et tal, der 
overstiger alle atomer i universet! Så hverken vi eller 
fremtidige civilisationer vil kunne bygge en super-
computer, som vil kunne prøve alle kombinationsmu-
ligheder. Men måske fi ndes der en snedig algoritme, 
som kan løse problemet uden at prøve alle kombi-
nationsmuligheder. Vi har bare endnu ikke udviklet 
matematiske metoder til at gøre dette. 
Et af datalogiens store spørgsmål er, om der fi ndes 
spørgsmål, hvor det er nemt at kontrollere, om en 
løsning er korrekt, men som kræver ufattelig lang 
tid at løse ved direkte beregning. Problemet ovenfor 
ligner et sådant problem, men hidtil har ingen været 
i stand til at vise, at man rent faktisk skal bruge ufat-
telig lang tid på at løse det. Stephen Cook og Leonid 
Levin formulerede dette spørgsmål i 1971 som P (det 
er nemt at løse problemet) versus NP (det er nemt at 
kontrollere en løsning) -problemstillingen.
Hvis det en dag bliver vist, at P = NP, vil det få omfat-
tende konsekvenser for vores tilværelse og tænkemå-
de. Man vil fx kunne få en computer til at bevise alle 
uløste påstande inden for matematik og fysik. Det er 
nemlig nemt at kontrollere, om et bevis er korrekt, så 
problemet "fi nd et matematisk bevis" tilhører klassen 
NP.  Hvis P = NP, vil det også være nemt at "fi nde et 
matematisk bevis". Hvis man kunne få en computer 
til at bevise uløste matematiske problemer, ville man 
kunne tale om ægte kunstig intelligens, og teknisk 
forskning ville rykke et kvantespring fremad.
Blandt NP-problemerne er der nogle særlig svære 
problemer, som vi kalder NP-fuldstændige problemer. 
Disse problemer er sværere end alle NP-problemer, 
i den forstand at man kan transformere alle NP-
problemer til et NP-fuldstændigt problem.
Nedenstående tabel viser nogle lette (P-problemer) 
og svære problemer (NP-fuldstændige problemer)
Lette og svære optimeringsproblemer
Korteste vej Givet et vejnet, fi nd den korteste vej fra a til b Let
Længste vej Givet et vejnet, fi nd den længste kredsfri vej fra a til b Svært
Todeling Givet et antal heltal, del disse i to mængder, 
så summen af tallene er ens i hver mængde
Svært
Handelsrejsendes problem Givet et vejnet, fi nd den korteste tur rundt, 
som besøger alle byer
Svært
Primtal Givet et heltal, afgør, om tallet er et primtal Let
Deling i to klasser Givet et antal studerende, hvor hver studerende har 
angivet, hvem han/hun ikke vil i klasse med. Del de 
studerende i to klasser så ønskerne overholdes
Let
Deling i tre klasser  Givet et antal studerende, hvor hver studerende har 
angivet, hvem han/hun ikke vil i klasse med. Del de 
studerende i tre klasser, så ønskerne overholdes
Svært
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Hvert enkelt optimeringsproblem er derfor en videnskabelig udfordring, som kræver et samspil af 
mange discipliner. Fra matematik over algoritmik til design af supercomputere. Mange optimerings-
problemer er særdeles beregningstunge at løse, så grid og cloud computing er velkomne værktøjer til at 
fordele beregningerne på mange computere. Men selv hvis vi havde alle jordens computere til rådig-
hed, ville der være visse optimeringsproblemer, som stadig ikke ville kunne blive løst (se fi gur 2). I 
stedet er vi nødt til at udvikle nye matematiske løsningsmetoder for at kunne hamle op med de sværeste 
optimeringsproblemer, og selv her må vi undertiden erkende, at vi ikke kan løse et problem (endnu).
Produktion og bæredygtighed som ligeværdige mål
Det nytter ikke noget, at man alene søger efter de mest bæredygtige løsninger, for her vil de mate-
matiske modeller typisk svare, at det miljømæssigt bedste er ikke at producere eller transportere 
noget som helst. Selvom dette er en smuk løsning, er det de færreste ledere, som ville blive gen-
valgt med et sådant valgprogram.
Det er derfor vigtigt, at vi ser produktion, fortjeneste og bæredygtighed som ligeværdige mål. Når 
fortjenesten presses til det yderste, ser man ofte, at ressourceforbrug og forurening vokser dramatisk. 
Men blot en lille formindskelse af fortjenesten på 1-2 procent kan ofte give en voldsom formindskel-
se af ressourceforbruget. Dette hænger sammen med, at der ofte kun er én løsning, som maksimerer 
fortjenesten, mens der fi ndes rigtig mange løsninger, som er bare nogle få procent dårligere. Blandt 
disse mange løsninger er det derfor relativt nemt at fi nde en løsning, som også er bæredygtig.
Når man går fra at maksimere fortjenesten til at afveje profi t mod bæredygtighed, er der ikke en 
entydig optimal løsning. Derimod fi ndes der en vifte af løsninger som illustreret på fi gur 3. Man 
kan ikke uden videre bruge en computer til at vælge en af disse løsninger, idet de alle er lige gode 
på hver sin måde. Man må derfor i stedet lade en beslutningstager afveje de forskellige kriterier 
mod hinanden. I sidste instans er det en politisk-strategisk afvejning, hvor grænsen mellem pro-
duktion og bæredygtighed skal ligge, men vi kan bruge computeren til at fi nde de bedste valgmu-
ligheder og synliggøre konsekvenserne af hvert valg.
n 10 50 100 300 1.000
5n 50 250 100 1.500 5.000
n2 100 2.500 10.000 90.000 107
n3 1.000 125.000 107 108 1010
2n 1.024 1016 1031 1091 10302
n! 107 1065 10161 10623 ”stort”
Figur 2: Mange optimeringsproblemer tager ekspo-
nentielt lang tid at løse, fx 2n, hvor n er antallet af 
variable, der skal bestemmes. Problemerne behøver 
ikke at blive ret store, førend vi må opgive at løse 
dem. Tabellen viser, hvor hurtigt 2n vokser i forhold 
til andre funktioner. Til sammenligning er der gået ca. 
13,73 milliarder år siden Big Bang, hvilket er omkring 
1018 sekunder. Hvis en computer havde kørt uafbrudt 
siden Big Bang og udført en milliard regneoperationer 
i sekundet, ville den nu have udført 1027 regneopera-
tioner. Så et problem med n = 100 variable, hvor det 
tager 2n regneoperationer at løse det, ville være kom-
met gennem mindre end 1 promille af beregningerne. 
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Kunsten at pakke sofaer i containere
I 2004 påbegyndte forskere på DIKU et samarbejde mellem Bari Universitet og en førende itali-
ensk sofaproducent (Natuzzi SpA) omkring udvikling af it-baserede metoder til pakning af sofaer 
i containere (Egeblad m.fl .). Der bliver årligt transporteret fl ere hundrede tusind containere med 
møbler rundt omkring i verden, så en reduktion af transportomkostningerne på blot 4-5 procent 
ville betyde en stor gevinst for miljøet og for virksomheden.
Hvad der virker som en intuitivt let opgave, viste sig hurtigt at være en overordentlig svær pro-
blemstilling, idet sofaer som bekendt ikke er rektangulære. Da opgaven blev påbegyndt, fandtes 
der kun nogle få algoritmer til pakning af ikke-rektangulære emner, og disse kunne kun håndtere 
problemer med 10-20 emner. En container med møbler indeholder ofte mere end 100-150 emner, 
så der var behov for at udvikle helt nye løsningsmetoder.
Undervejs i denne proces blev Minkowskis berømte arbejde fra 1900-tallets begyndelse taget op. 
Minkowski opstillede en matematisk formel for, hvordan et legeme kan bevæge sig omkring et 
andet legeme ude at støde ind i det, og denne viden kan bruges til at beregne, hvor to sofaer kan 
placeres i forhold til hinanden.
Det kan give 
4-5 procent 
besparelse 
på transport-
udgifterne at 
fylde contai-
nerne bedre
En øget miljøbevågenhed kan også have mange implicitte fordele. For at spare energi vil man 
ofte vælge at sejle/køre lidt langsommere end den maksimale hastighed. Sådanne løsninger fører 
til mere robuste planer, idet det er nemmere at indhente forsinkelser. I sidste instans fører det til 
større kundetilfredshed og at varer leveres til tiden. 
I de følgende afsnit gennemgås nogle projekter, hvor DIKU har bidraget til forskningsprojekter, 
der munder ud i større bæredygtighed.
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Figur 3: Miljøbelastning som funktion af fortjenesten.
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Alligevel er antallet af mulige måder at pakke 100 sofaer på astronomisk, så man er nødt til at 
begrænse søgningen til nogle fornuftige kombinationer. Dette kan fx være, at to ens sofaer bliver 
parret sammen med den indvendige foring mod hinanden, således at de beskytter hinanden under 
transport. En anden kombination kan være at anbringe en let stol oven på en tung sovesofa.
For at kunne pakke sofaer er det nødvendigt at opstille en generel repræsentation af, hvordan 
en sådan sofa ser ud, ud fra nogle givne mål. Værktøjet kan anvendes baglæns, således at man 
faktisk ved at indtaste nogle mål kan designe sin egen sofa, og er et eksempel på, hvordan en god 
matematisk forståelse kan åbne op for helt nye anvendelsesområder.
Det udviklede program bliver nu brugt på alle produktionssteder, og det kan give 4-5 procent 
besparelse på transportudgifterne ved at fylde containerne bedre. Samtidig undgår man trans-
portskader, idet lasten ikke forrykker sig så let, når containeren er fyldt helt op.
Fra et forskningsmæssigt synspunkt har det ført til den første 3-dimensionelle pakningsalgoritme, 
som kan løse praktiske problemer fra det virkelige liv, hvor emnerne ikke er begrænset til at være 
rektangulære. Dette har revolutioneret produktionsprocessen, idet man nu kan simulere pakning 
af en container alle steder i virksomheden. Således kan man på forhånd teste, om nogle bestilte 
varer kan være i en enkelt container. Hvis programmet kan pakke alle sofaerne, så der stadig er 
plads i containeren, vil forhandleren typisk bestille endnu fl ere varer for at få fyldt containeren. 
Når transportudgifterne er betalt, kan man lige så godt udnytte pladsen. Dette fører til et øget 
salg og i sidste instans også til lavere produktionsomkostninger.
Figur 4: Pakning af sofaer i containere. Med programmet til højre kan man ﬁ nde en optimal pakning. Dermed er det 
blevet muligt at reducere transport omkostningerne med 4-5%. Den svævende sofa på ﬁ guren til højre markerer at 
der ikke var plads til denne enhed i containeren.
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Energieffektiv transportplanlægning
EU har sat sig som mål at reducere CO2-udledningen med 20 procent inden for det næste årti. 
Transportsektoren er ansvarlig for en stor del af denne udledning grundet sin afhængighed af 
fossilt brændstof. Transportsektorens natur gør det svært at fi nde alternative energikilder, hvorfor 
den vigtigste metode p.t. kan være at udnytte energien bedre gennem forbedret logistik.
ENERPLAN-projektet (Energieffektiv Transportplanlægning) har til formål at udvikle intel-
ligente it-baserede værktøjer til planlægning af containerbaseret transport. Især skal der udvikles 
beslutningsstøtte til at planlægge rutenet, så en bedre balance mellem skibenes kapacitet og 
lastbehov opnås. Endvidere udvikles algoritmer til at laste skibe hurtigere og bedre, således at 
tiden i en havn minimeres. Dermed kan skibet sejle langsommere på de mellemliggende stræk-
ninger og reducere energiforbruget. Endelig er det målet at udvikle planlægningsværktøjer i stil 
med "Rejseplanen" for containertransport, der viser både pris, rejsetid og miljøbelastning. På den 
måde kan man vælge den billigste og mest miljøvenlige transportform (se faktaboks).
Projektets mål er at reducere energiforbruget i liner shipping med 3-5 procent ved at designe 
mere effektive rutenet og ved at forbedre den logistiske håndtering af containerne. For en stor 
liner shipping-virksomhed svarer en besvarelse på 3-5 procent til CO2-udledningen fra en større 
dansk provinsby.
Forskningen er et samarbejde mellem DTU/DIKU, IT-Universitetet og Maersk Line. Ved at have 
verdens største containershipping-virksomhed med i projektet sikres der adgang til nyeste data 
om containertransport, samt at de udviklede metoder hurtigt kan omsættes til praksis og dermed 
spare CO2-udledning.
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Figur 5: Ved at beregne bedre rutenet for 
containerskibe er det målet at spare 3-5 % 
af energiforbruget. For en stor shippingvirk-
somhed svarer dette til energiforbruget i en 
større dansk provinsby.
Antag, at vi vil sende en container fra Singapore (S) til Copenhagen (C) på den mest miljørigtige måde. Der 
er givet en sejlplan for alle containerskibe, hvor knuderne (cirklerne) angiver havne, og kanterne (stregerne) 
angiver sejlruter. For hver sejlrute er det oplyst, hvor stort et energiforbruget er pr. container. Vi vil kalde 
dette tal kantens længde eller afstand.
På ovenstående fi gur er afstanden 2 fra A til B, mens afstanden fra B til A er 3 (idet skibet sejler en anden 
vej). Hvis vi vil fi nde den mest miljørigtige vej fra byen S til byen C, kan vi enten gå S  A  C (længde 11), 
S  A  B  C (længde 21), S  A  B  D  C (længde 22), S  B  A  C (længde 9), S  B  C 
(længde 14) eller S  B  D  C (længde 15).
For at løse problemet vil vi på hver knude skrive et tal a, som angiver den for tiden bedst kendte afstand fra 
S til knuden. Til at begynde med er afstanden uendelig for alle knuder, idet vi ikke kender nogen vej til dem 
endnu. Undervejs i løsningsprocessen vil vi formindske værdierne af a, efterhånden som vi fi nder genveje. 
På nedenstående fi gur er den korteste kendte afstand fra S til A sat til a = 6, mens a = 9 for knuden B. Nu 
betragter vi kanten A  B. Da afstanden til A plus længden af kanten A  B er 6 + 2, har vi fundet en genvej 
til B, således at vi kan rette den korteste kendte afstand fra S til B til værdien a = 8.
Hvordan fi nder man den mest miljørigtige transportvej?
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Hvis vi fi nder genveje på en systematisk måde, kan vi beregne afstanden fra S til alle andre knuder med 
Dijkstras algoritme. 
 
1. Lad a være uendelig for alle knuder, og farv alle knuder hvide. 
2. Lad a være 0 for startbyen S. 
3. Gentag skridt 4 til 6, så længe der er hvide knuder. 
4. Vælg den hvide knude, som har lavest værdi af a, kald den x. 
5. For alle kanter x  y, undersøg, om der er en genvej fra x til y.
6. Farv knuden x sort. 
Eksempel: På nedenstående fi gur (a) er værdien af a sat til ∞ for alle knuder undtagen S, der har afstanden 0. 
Den hvide knude, som har lavest værdi af a, er knuden S. Vi undersøger nu, om der er en genvej via kanten S  A 
(her bliver afstanden 0 + 10) og kanten S  B (her bliver afstanden 0 + 5). Da de tidligere værdier af a var uende-
lig for A og B, er begge kanter en genvej, så vi kan opdatere værdien af a på begge knuder. Knude S farves sort.
På næste fi gur (b) er det B, som er den hvide knude, der har lavest værdi af a. Vi undersøger genveje via kan-
terne B  A (afstand 5 + 3), B  C (afstand 5 + 9) og B  D (afstand 5 + 2). Alle er genveje, så værdierne af a 
opdateres. Knude B farves sort. I fi gur (c) fi nder vi, at D er den hvide knude med lavest værdi af a. Der er kun 
én kant, D  C, hvor vi skal kontrollere for genveje. Her fi nder vi afstanden 7 + 8 = 15, men denne er ikke en 
genvej, så vi beholder værdien af a = 14 i knude C. Knude D farves sort. Således fortsættes indtil sidste fi gur 
(f), hvor alle knuder er sorte, og for hver knude angiver a længden af den korteste vej fra S til knuden.
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Bedre logistik kan være vejen til klimamål
Den nuværende debat om klimaændringer er for en stor dels vedkommende fokuseret på tekno-
logiske løsninger som elektriske biler, vindkraft osv. Men sådanne løsninger er dyre og tidskræ-
vende at implementere. It-baserede logistik- og planlægningsværktøjer med fokus på miljøet kan 
være et bedre alternativ, da de ikke kræver dyre investeringer. De er hurtige at implementere, og 
de underliggende teknikker er modne.
Selvom bæredygtig it ikke i sig selv løser alle miljøproblemer, er det et vigtigt supplement til de 
mere teknologiske løsninger, for at vi kan nå vores klimamål i tide.
Hvis vi kigger 40 år frem i tiden, vil man med bedre optimeringsmetoder kunne undgå meget 
spild af ressourcer i produktion og samfund: En stor del af verdens lastbiler kører lige nu tomme 
eller halvtomme rundt. Der produceres en masse varer, som aldrig bliver solgt eller brugt. Vi 
bruger alt for mange materialer til at bygge broer og huse, fordi vi ikke kan beregne den samlede 
bærestyrke. Hjemmehjælpere bruger en stor del af deres dag på at køre rundt mellem klienterne. 
Der er en mængde problemer at tage fat på, og i takt med at løsningsteknikkerne bliver bedre, vil 
man hele tiden fi nde nye anvendelsesområder.
Man kunne forestille sig, at optimering om 40 år blev en integreret del af internettet, således at 
man kunne se på ressourceforbrug som en samlet helhed. Dermed ville man undgå meget spild-
produktion, fordi man straks kunne reagere på ændrede behov. Omvendt åbner det op for nogle 
etiske overvejelser, idet vi måske ikke vil dele viden om vores forbrugsvaner med andre. ❖
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